J.Kiho. Java programmeerimise aabits

Vihik 16. Rekursiivsed meetodid


Vihik 16. Rekursiivsed meetodid

Meetodit (programmi), mille täitmise käigus rakendatakse (täpsemalt: võidakse rakendada) seda meetodit (programmi) ennast, nimetatakse rekursiivseks meetodiks (rekursiivseks programmiks). Käesolevas senini vaadeldud meetoditest ei ole ükski rekursiivne. 

Enne rekursiooni olemuse lähemat  selgitamist on otstarbekohane vaadelda pisut üldisemast vaatepunktist selliseid tuntud mõisteid nagu ülesanne, algoritm ja meetod (ehk programm). 

Ülesande mõiste

Ülesanne püstitatakse tavaliselt sel teel, et kirjeldatakse, mis on antud (algandmetena) ja millist tulemust soovitakse leida. Ülesannet, millel on ainult üks komplekt võimalikke algandmeid, nimetame konkreetseks ülesandeks. Järgnevas on näitena esitatud kolm  konkreetset ülesannet.

Ülesanne 1. Antud on naturaalarvud 3 ja 6. Leida lõigul [3; 6] olevate naturaalarvude korrutis.

Ülesanne 2. Antud on naturaalarvud 13 ja 21. Leida lõigul [13; 21] olevate naturaal-arvude korrutis.

Ülesanne 3. Antud on 8(8 malelaud ja 8 lippu. Leida nende lippude selline paigutus malelaual, et ükski lipp ei oleks ühegi teise lipu tules.

Enamasti pakuvad aga huvi just sellised ülesanded, mille korral algandmete kirjeldusega antakse terve hulk võimalikke algandmete komplekte. Näiteks:

Ülesanne 4. Antud on n(n malelaud ja n lippu (n > 3). Leida nende lippude selline paigutus malelaual, et ükski lipp ei oleks ühegi teise lipu tules.

Ülesanne 5. Antud on naturaalarvud i ja j. Leida lõigul [i; j] olevate naturaalarvude korrutis.

Iga selline avarama algandmete hulgaga ülesanne kirjeldab tegelikult tervet konkreetsete ülesannete klassi.  Nii on ülesanne 3 vaid üheks konkreetseks ülesandeks ülesande 4 poolt kirjeldatavas klassis. Ülesandele 5 vastav klass aga hõlmab  muuhulgas ka konkreetsed ülesanded 1 ning 2. Mida üldisem on ülesanne, seda kasulikum on ülesannet lahendav meetod. Näiteks oleksid üsna tähtsusetud ülesannete 1(3 lahendusmeetodid. Olles aga koostanud ülesannet 4 lahendava meetodi (formaalse parameetriga n), saame selle abil leida lippude rahumeelse paigutuse iga meid huvitava konkreetse mõõtme korral, rakendades seda meetodit vastava argumendiga. Samuti, ülesande 5 lahendamise meetod (formaalsete parameetritega i ja j) võimaldaks leida mistahes järjestikuste naturaalarvude korrutise.    

Algoritmi mõiste

Üldiselt mõistetakse algoritmi all ülesande lahendamiskäigu kirjeldust, ülesande lahendamise skeemi. Algoritm on  tegevusplaan ülesande lahendamiseks teatavate                l i h t s a m a t e   operatsioonide teostamise (lihtsamate alamülesannete lahendamise) teel.

Ühte ülesannet saab enamasti lahendada mitmel viisil, seega vastavaid tegevusplaane ehk algoritme on samuti mitmeid. Aga ka ühte ja sama lahendusplaani saab esitada mitmel erineval moel. Kasutatakse näiteks algoritmi samm-esitust, blokkskeemi, E-skeemi jm.  Alljärgneval joonisel on esitatud ülesande 5 algoritm nimetatud kolmel kujul. 
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    a) samm-esitus:

   b) blokk-skeem:
        c) E-skeem:
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Järgnevas kasutame algoritmide esitamiseks E-skeeme. Nagu ülal öeldud, igal ülesandel (millel on lahendustee üldse teada) leidub reeglina mitu algoritmi. Need algoritmid võivad üksteisest vähem või rohkem erineda, alates sisemiste tähistuste erinevusest kuni sootuks erinevate lahenduskäikudeni. Näiteks saame mõnevõrra teistsuguse algoritmi, kui ülatoodud algoritmis (c) kirjutame sisuks    




mille korral teguriteks (k) on lõigul asuvad naturaalarvud vähenemise järjekorras.  Märkus. Oluliselt üksteisest erinevate algoritmide puhul kerkib alati ka nende töökiiruse võrdlemise küsimus, kuid sellega me käesolevas ei tegele.  

Meetodi (programmi) mõiste

Algoritmiga sätestatakse ülesande lahendamise põhimõtteline skeem, ilma konkreetset lahendajat (algoritmi täitjat) silmas pidamata. Meetod (programm) aga on kindlale täitjale (arvutile) orienteeritud tegevuseeskiri ülesande lahendamiseks, tavaliselt mingi algoritmi realisatsioon (seade arvutile). Nii nagu ülesandele vastab mitu algoritmi, nii ka iga algoritmi saab programmina (meetodina) realiseerida väga mitmel moel; seda isegi ühe ja sama programmeerimiskeele raames. Järgmisel joonisel on toodud kaks Java meetodit ( eelmises jaotises vaadeldud algoritmi kaks erinevat realisatsiooni: 

Rekursiivse algoritmi mõiste

Märkus. Siinkohal piirdume rekursiivse algoritmi pisut lihtsustatud mõistega. 

Teatud mõttes on rekursiivne algoritm alternatiiviks nn iteratiivsele algoritmile, kus ülesande lahendamist kirjeldatakse teatavate tegevuste korduva, tsüklilise täitmisena. Kõik senivaadeldud (veidigi keerukamad) meetodid on ikkagi mingi iteratiivse algoritmi realisatsioonideks.  Tegelikult saab igale iteratiivse lahenduskäiguga ülesandele leida ka vastava rekursiivse (seega mitteiteratiivse) algoritmi.

Vaatleme algul paari tavaelust pärinevat ülesannet ja esitame nende jaoks nii iteratiivsed kui ka rekursiivsed algoritmid.   

Ülesanne 6. Viilutada antud päts.

Ülesanne 7. Lõhkuda antud pakk.

Võimalikud iteratiivsed algoritmid:
 








Need algoritmid kirjeldavad üsna ühetaolist lahenduskäiku. Teine neist aga on kaheldava praktilise väärtusega, sest paku lõhkumist ei toimetata tavaliselt paku küljest halgude löömise teel, vaid paku korduva poolitamisega. Viimase mooduse kirjeldamisel jõuamegi rekursiivse algoritmi mõisteni: ülesandeks oleks paku poolitamise ja mõlema saadud poole jaoks sama ülesande (rekursiivne ehk tagasipöörduv) lahendamine. Vastav algoritm kirjeldaks ikkagi kogu ülesande lahendamist, kusjuures sel puhul algoritmis kasutatavaks peamiseks operatsiooniks (alamülesandeks) oleks see sama poolitamine. Viimane on aga lihtsam algsest ülesandest selles mõttes, et poolitada tuleb väiksemaid pakke. 

Samasugusel poolitamise teel saab muidugi ka pätsi viilutada, kuigi tavaliselt viilutamist nii ei tehta.   

Võimalikud rekursiivsed, poolitamisel põhinevad algoritmid:





Algoritmide viimases kahes reas toimubki sama algoritmi taasrakendamine, st rekursiivne rakendamine. 

Oluline on see, et rekursiivselt lahendatakse esialgsega võrreldes l i h t s a m  ülesanne, milles algandmete maht on väiksem (antud näidetes pool esialgsest). Rekur​siivne algo​ritm algab alati nn baasjuhu kontrollimisega: kas algandmete maht (antud juhul p paksus)  on juba nii väike (ülesanne nii lihtne), et tulemus on ilmne ja edasi pole vaja lahendada.

Mitmesuguseid rekursiivseid viilutamise ja lõhkumise algoritmide variante saame, kui varieerime ülaltoodud algoritmides viimast osa. Näiteks tehes ettekirjutuse, et päts tuleb lõigata algul kolmeks osaks ja siis iga osa viilutada samal moel, või pakk algul lõhkuda neljaks ja siis iga osa lõhkuda samal moel, või koguni lõigata pätsist üks viil ja järelejäänud osa viilutada samal moel:






Viimane variant on sisuliselt samaväärne ülesande 6 eespool kirjeldatud iteratiivse algoritmiga ( viilutamisega “otsast lõikamise” teel.

Ka paljude järjenditöötlemise ülesannete lahendusi saab kirjeldada nii “otsast lõikamise” kui ka “pooleks jagamise” rekursiivsete algoritmidena. Näiteks ülesande 5 korral:






Viimased kolm rida võib asendada ühega:


(i× korrutis(i+1,  j))

Nii nende algoritmide kui ka vastava iteratiivse algoritmi töökiirus on samas suurusjärgus. Kuid näiteks järgmisena vaadeldava, sorteeritud järjendis otsimise ülesande korral on “pooleks jagamisel” põhinev algoritm (otsidaKoht( )) oluliselt kiirem, kui seda oleks “otsast lõikamisel” põhinev algoritm (vt meetod otsiKoht() vihikus 4).  

Ülesanne 8. Antud on mittekahanevalt sorteeritud arvjärjend 
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 ja mingi arv x. Leida järjendi selle elemendi indeks, mille ette oma suuruse poolest sobib arv x.

Näiteks järjendi 3, 7, 8, 13, 19, 32  ja arvu  15 korral on vastuseks 4 (liikme 19 indeks), sest arv 15 sobib selles järjendis liikme 19 ette.

Mingi ülesande jaoks rekursiivse algoritmi koostamiseks tuleb tihtipeale vaadelda antud ülesande üldistust ( ülesannet, mille erijuhuks on antud ülesanne. Nimelt võib osutuda võimatuks  lahenduskäigu selline kirjeldamine, kus antud ülesannet tuleks alamülesan-dena rekursiivselt lahendada. See kehtib ka ülesande 8 puhul: pärast  järjendi 
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 kaheks pooleks jagamist ei ole kummagi poole jaoks lahenduse (arvule x sobiva koha) otsimise ülesanne enam sama, mis esialgne (leida arvule x sobiv koht selles konkreetses järjendis 
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). Seetõttu osutub otstarbekohaseks vaadelda üldisemat ülesannet (8a).

Ülesanne 8a. Antud on mittekahanevalt sorteeritud arvjärjend 
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 ning selle kahe elemendi indeksid i ja j ning mingi arv x. Leida järjendi osas 
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 selle elemendi indeks, mille ette oma suuruse poolest sobib arv x.

On selge, et ülesande 8a algoritm sobib ka ülesande 8 lahendamiseks, sest viimane on esimese erijuht, kus i = 0 ja  j = n(1. Samas aga koha otsimine järjendi osas (järjendi pooles) on just ülesanne 8a, kus i on osa esimese elemendi indeks ja j on osa viimase elemendi indeks. 

Ülesande 8a algoritm:

 









Vaatamata sellele, et ülesande lahenduse saab esitada nii iteratiivse kui ka rekursiivse algoritmina, võib konkreetsel juhul paremini sobida just üks neist alternatiivsetest metoodikatest (nö paradigmadest).  Tihtipeale on ühe või teise metoodika parem sobivus  tingitud ülesande valdkonna mõistete defineerimise stiilist. Rekursiivsed algoritmid seonduvad eeskätt ülesannetega, milles esinevaid mõisteid määratletakse induktiivsete definitsioonide abil.   

Alljärgnevas on toodud kaks arvu faktoriaali leidmise algoritmi, mis vastavad kahele erinevale selle mõiste definitsioonile.

Definitsioon 1. Arvu 0 faktoriaal 0! = 1. Naturaalarvu n faktoriaal  n! = 1×2× . . . × n. 

Definitsioon 2. Mittenegatiivse täisarvu n faktoriaal 


 1,  kui n = 0
[image: image6.wmf]
n! =  


 (n(1)! × n,  kui n > 0

Viimane neist on induktiivne definitsioon, sellele vastav rekursiivne algoritm paikneb alljärgneva joonise paremal poolel.






Viimase näitena vaatleme nn Hanoi tornide ülesannet.

Ülesanne 9.  Antud kolmest väljakust ehk platsist esimesel paikneb teatud arvust üksteisele laotud erineva suurusega ketastest ehitatud torn. Ülesandeks on laduda kettad torniks teisel väljakul, kusjuures “vahelaona” võib kasutada kolmandat väljakut. Tingimuseks on aga see, et korraga saab ümber tõsta ainult ühe ketta (mingil väljakul asuva torni pealmise ketta mingile teisele väljakule pealmiseks) ning ketas tohib asetada ainult temast suuremal kettal. Viimane nõue kehtib ka lähtetorni korral. 

Selle ülesande jaoks leidub väga lihtne rekursiivne algoritm (vt järgnev joonis), kuid vastav iteratiivne algoritm osutub üsnagi komplitseerituks (käesolevas seda ei esitatagi).













        n = 4
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    b

    c





Rekursiivsete meetodite näiteid

Mõningate ülalesitatud arvutuslike algoritmide realisatsioonid Java meetoditena on koondatud klassi Rek (read 1 – 98), mis sisaldab ka vastavat testimisotstarbelist peameetodit (read 65 – 96). Lisaks on realiseeritud  (read 45 – 57) veel Hanoi tornide ülesande algoritm, kusjuures iga tegeliku ketta tõstmise asemel (platsilt nr x platsile nr y) väljastatakse vaid tekst  “x-->y“ ,  kus x, y 
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 {1, 2, 3}, st tulemuseks on ketaste ümbertõstmise kava antud ketaste arvu korral.

Programm

  1: class Rek{

  2:     

  3:    public static long korrutis(int i, int j){

  4:    // Antud: naturaalarvud i, j

  5:    // Tulemus: tagastatakse korrutis i×(i+1)×...×j 

  6:    // Algoritm: rekursiivne, pooleks jagamisega

  7:        int n = j - i + 1;  // tegurite arv 

  8:        if(n <= 0) 

  9:           return 1;        // tegureid ei ole

 10:        if(n == 1)

 11:           return i;        // on üks tegur  

 12:        int k = n/2;   

 13:        return korrutis(i, i+k-1) * korrutis(i+k, j);

 14:    }//korrutis

 15:  

 16:    public static long faktoriaal(int n){

 17:    // Antud: mittenegatiivne täisarv n

 18:    // Tulemus: tagastatakse n!

 19:    // Algoritm: rekursiivne, otsast lõikamisega

 20:        if(n == 0) return 1;

 21:        return faktoriaal(n-1) * n;

 22:    }//faktoriaal

 23:    

 24:    public static int otsidaKoht(int[] a,  int i,  int j,  int x){

 25:    // Antud: mittekahanevalt sorteeritud arvjärjend a 

 26:    //      ja selle mingi osa piirid (indeksid) i ja j (i <= j) 

 27:    //      ning arv x

 28:    // Tulemus: tagastatakse järjendi osa selle elemendi indeks, 

 29:    //          mille ette oma suuruse poolest sobib arv x; 

 30:    //          kui x on suurem osa viimasest elemendist, 

 31:    //        siis on tulemuseks j

 32:    // Algoritm: rekursiivne, pooleks jagamisega

 33:        if(i == j)  

 34:           if(a[i] < x)

 35:              return i+1;

 36:           else

 37:              return i;

 38:        int k = (i + j) / 2;    // järjendi osa keskkoht     

 39:        if(a[k] < x)

 40:           return otsidaKoht(a, k+1, j, x);

 41:        else

 42:           return otsidaKoht(a, i, k, x);

 43:    }//otsidaKoht

 44:    

 45:    static void hanoi(int a, int b, int c, int n){

 46:    // Antud: platside numbrid a, b, c ja ketaste arv n 

 47:    // Tulemus: väljastatakse Hanoi tornide ülesande lahendus

 48:    //       (üksiktõstmiste järjend elementidega pl.nr --> pl.nr),

 49:    //         et tõsta n ketast platsilt nr.a platsile nr.b, 

 50:    //         kasutades platsi nr.c laoplatsina

 51:    // Algoritm: rekursiivne

 52:        if(n == 0) return;

 53:        hanoi(a, c, b, n-1);

 54:        if(a == 1) SV.vr(""); // reavahetuseks 

 55:        SV.v(" " + a + "-->" + b);

 56:        hanoi(c, b, a, n-1);

 57:    }//hanoi

 58:    

 59:    

 60:    // andmed testimiseks:

 61:    static final int I = 3, J = 7; // tegurite lõik [I; J]

 62:    static final int KETASTE_ARV = 5;

 63:    static final int[] JADA = {3, 5, 8, 13, 19, 32};

 64:    

 65:    public static void main(String[] arg){   

 66:       SV.vr

 67:       ("===============================================");

 68:       SV.vr("Korrutis " + I + "*...*" + J +" = " +

 69:                      

korrutis(I, J));

 70:       SV.vr

 71:       ("-----------------------------------------------");                     

 72:       SV.vr(0 + "! = " + faktoriaal(0));

 73:       SV.vr(I + "! = " + faktoriaal(I));

 74:       SV.vr(J + "! = " + faktoriaal(J));

 75:       SV.vr

 76:       ("-----------------------------------------------");

 77:       SV.v("Järjendis ");

 78:       int n = JADA.length;

 79:       for(int i = 0; i < n; i++) 

 80:            SV.v(JADA[i] +" ");

 81:       SV.vr("\n\t\t\t arv 15 sobib kohale " + 

 82:                      

otsidaKoht(JADA, 0, n-1, 15));

 83:       SV.vr("\t\t\t arv 39 sobib kohale " + 

 84:                      

otsidaKoht(JADA, 0, n-1, 39));

 85:       SV.vr("\t\t\t arv  1 sobib kohale " + 

 86:                      

otsidaKoht(JADA, 0, n-1,  1));

 87:       SV.vr

 88:       ("-----------------------------------------------");                     

 89:       n = KETASTE_ARV;                           

 90:       SV.v("Hanoi tornide ülesande lahendus " +

 91:                      

n + " ketta korral:");

 92:       hanoi(1, 2, 3, n);

 93:       SV.vr("");

 94:       SV.vr

 95:       ("===============================================");

 96:    }//main

 97:    

 98: }//Rek

Tulemused

===============================================

Korrutis 3*...*7 = 2520

-----------------------------------------------

0! = 1

3! = 6

7! = 5040

-----------------------------------------------

Järjendis 3 5 8 13 19 32

                         arv 15 sobib kohale 4

                         arv 39 sobib kohale 6

                         arv  1 sobib kohale 0

-----------------------------------------------

Hanoi tornide ülesande lahendus 5 ketta korral:

 1-->2

 1-->3 2-->3

 1-->2 3-->1 3-->2

 1-->2

 1-->3 2-->3 2-->1 3-->1 2-->3

 1-->2

 1-->3 2-->3

 1-->2 3-->1 3-->2

 1-->2 3-->1 2-->3 2-->1 3-->1 3-->2

 1-->2

 1-->3 2-->3

 1-->2 3-->1 3-->2

 1-->2
===============================================

Harjutusi

· Koostada rekursiivseid algoritme järjenditöötlemise  ülesannetele vihikutest 4 ja 6, kasutades suva ja võimaluste kohaselt nii “pooleks jagamist”, “kolmeks jagamist” kui ka “otsast lõikamist”.  

· Realiseerida need algoritmid rekursiivsete meetoditena.

· Kirjutada ka vastav testimisotstarbeline  peameetod.

Uued mõisted: algoritm, baasjuht, induktiivne definitsioon, iteratiivne algoritm, konkreetne ülesanne,  rekursiivne algoritm,  rekursiivne meetod.




korrutis(i, j)





--- Antud: naturaalarvud i, j


--- Tulemus: tagastatakse 


---    korrutis  i×(i+1) × …× j 


       t := 1; k := i





        k � EMBED Equation.3  ���j ?    +     (


  


           t := t × k


           k := k + 1





      (t)








Antud: naturaalarvud i, j


Tulemus: leitakse korrutis


     i×(i+1) × …× j 





t := 1; k := i


Kui k > j, siis minna 6.


t := t × k


k := k + 1


Minna 2.


Lõpetada. Vastus on t.








Antud: i, j





 t = i×(i+1) × …× j





(





+





k � EMBED Equation.3  ���j ?





t := 1; k := i








t := t × k


k := k + 1











    t := 1;  k := j





      i � EMBED Equation.3  ���k ?


           t := t × k


          k := k ( 1








long korrutis(int i, int j){


// Antud: naturaalarvud i, j


// Tulemus: tagastatakse 


//      korrutis i×(i+1)×…×j 


   long tulem = 1;


   while(i <= j){


      tulem = tulem * i;


      i++;


   }//while


   return tulem;


}//korrutis








long korrutis(int i, int j) throws 


	IllegalArgumentException{


// Antud: naturaalarvud i, j


// Tulemus: tagastatakse 


//     	  korrutis  i×(i+1)× …×j 


   if(i < 1 || j < 1) throw 


     new IllegalArgumentException();


   long tulem = 1;


   while(i <= j){


      tulem *=  i++;


   }//while


   return tulem;


}//korrutis











   viilutada(p)





   --- Antud:     päts p ja kast


   --- Tulemus: päts p viilutatud, 


   ---                 viilud pandud kasti 





            p paksus � EMBED Equation.3  ���1 cm?  +    (


	       panna p kasti 


	


                lõigata pätsi p 


	    paremast otsast viil,


                panna see kasti 


	





     


     lõhkuda(p)





     --- Antud:     pakk p ja kast


     --- Tulemus: pakk p lõhutud, 


     ---                  halud pandud kasti 





            p paksus � EMBED Equation.3  ���15 cm?


                panna p kasti





                lüüa paku p 


	    paremast küljest halg, 


	    panna see kasti





   


viilutada(p)





 --- Antud:     päts p ja kast


 --- Tulemus: päts p viilutatud, 


 ---                 viilud pandud kasti 





  p paksus � EMBED Equation.3  ���1 cm?


      panna p kasti





      lõigata päts p pooleks - 


      kaheks pätsiks p1 ja p2;


      viilutada(p1)


      viilutada(p2)





  


 lõhkuda(p)





 --- Antud:     pakk p ja kast


 --- Tulemus: pakk p lõhutud, 


 ---                 halud pandud kasti 





  p paksus  � EMBED Equation.3  ���15 cm?


      panna p kasti





   lüüa pakk p pooleks - 


   kaheks pakuks p1 ja p2;


   lõhkuda(p1)


   lõhkuda(p2)    








  


lõigata päts p kolmeks, 


 pätsideks p1, p2 ja p3;


  viilutada(p1)     


  viilutada(p2)


  viilutada(p3)











  lüüa pakk p neljaks,  


   pakkudeks 


   p1, p2, p3, ja p4;


     lõhkuda(p1)


     lõhkuda(p2)


     lõhkuda(p3)


     lõhkuda(p4)








lõigata päts p kaheks, 


  pätsiks p1 ja viiluks,    


  viil panna kasti;


     viilutada(p1)








   


 korrutis(i, j)   ---“otsast lõikamisega”





   --- Antud: naturaalarvud i, j


   --- Tulemus: tagastatakse 


   ---                korrutis  i×(i+1) × …× j 


   i > j?


         (1)


       k := korrutis(i+1,  j)


       t := i×k


         (t) 








    


  korrutis(i, j)     ---“pooleks jagamisega”





     --- Antud: naturaalarvud i, j


     --- Tulemus: tagastatakse 


     ---                korrutis  i×(i+1) × …× j 


         n := j - i + 1;   --- tegurite arv 


     n � EMBED Equation.3  ��� 0?


          (1) 	         --- tegureid ei ole


     n = 1?


          (i) 	         --- on üks tegur


        k := � EMBED Equation.3  ���


          (korrutis(i, i+k-1)×korrutis(i+k, j))








   faktoriaal(n)





     --- Antud: mittenegat. täisarv n


     --- Tulemus: tagastatakse n!


     --- Alamalgoritm: korrutis( )





     n = 0?


          (1)





          (korrutis(1, n))








   


  otsidaKoht(a,  i,  j,  x)





      --- Antud: mittekahanev arvjärjend a ja selle mingi osa piirid i ja j (i � EMBED Equation.3  ��� j)


      ---	           ning arv x


      --- Tulemus: tagastatakse järjendi osa selle elemendi indeks, mille ette oma suuruse    


      ---                 poolest sobib arv x; 


      --- 	               kui x on suurem osa viimasest elemendist, siis on tulemuseks j + 1





              i = j ? 





                   � EMBED Equation.3  ���< x ?


                       (i+1)


                       (i)





           k =   ( (i + j) / 2 (    --- järjendi osa keskkoht     


       � EMBED Equation.3  ���< x?


            (otsidaKoht(a, k+1, j, x))


            (otsidaKoht(a, i, k, x))











   faktoriaal(n)





     --- Antud: mittenegat. täisarv n


     --- Tulemus: tagastatakse n!





     n = 0?


          (1)





          (faktoriaal(n-1) × n)








hanoi(a, b, c, n)





--- Antud: platsid a, b ja c; 


---        n - tõstetavate ketaste arv


--- Tulemus:  n pealmist ketast 


---       platsilt a tõstetud platsile b 


---       (pealmisteks),


---       kasutades platsi c laoplatsina


   hanoi(a, c, b, n-1)


                     ---------------------------





   tõsta üks ketas platsilt a platsile b


                     ---------------------------


   hanoi(c, b, a, n-1) 


 


                     ---------------------------
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